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摘 要： 集成电路设计中经常使用ＣＯＲＤＩＣ算法实现高效的向量旋转操作．当前对该算法的研究热点集中在减
少该算法的迭代次数、扩展其收敛范围以及降低缩放因子补偿操作的代价等问题上．本文提出免缩放因子的双步旋转
ＣＯＲＤＩＣ算法使用双步旋转策略，减少了免缩放因子ＣＯＲＤＩＣ算法的迭代次数，将收敛区间扩展到了整个圆周区间．实
验结果表明，该算法保持高计算精度的同时减少了迭代次数和面积消耗．
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１ 引言

现代信号处理，图像处理以及现代通信对高效基本

函数的硬件实现的需求日益增加，例如三角函数、乘法、

开方以及反三角函数等复杂运算［１］．ＣＯＲＤＩＣ（Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
ＲｏｔａｔｉｏｎＤｉｇｉｔａｌＣｏｍｐｕｔｅｒ）算法是一种有效的，可以将这
些复杂运算转换为简单的移位操作和加法操作的算

法［２，３］．
免缩放因子的 ＣＯＲＤＩＣ算法由于不需要 Ｚ通路，并

且不需要缩放因子的补偿而倍受关注．文献［４］中，作者
最先提出了无缩放因子的旋转算法，用以实现吉文斯旋

转，但是其收敛范围非常小，只有［０，π／８］．随后，很多研
究者针对此问题进行了研究改进．

文献［５］中提出将某些固定的角度重复迭代多次，
从而扩大算法的收敛范围，然而重复迭代会增加算法的

迭代次数．文献［６］中，作者使用了区间折叠技术，将整
个坐标区间都映射到［０，π／８］，虽然该算法在旋转过程

中可以免去动态缩放因子的计算，但是还是会产生常数

缩放因子 槡１／２，并且随着位宽的增加，其迭代次数呈指
数增加，同时面积消耗大也是其缺点之一．文献［７］中，
作者用 Ｂｏｏｔｈ编码技术来减少算法的面积消耗、功耗和
延时，同时用两次传统的 ＣＯＲＤＩＣ迭代代替文献［６］中
的区间折叠技术，将算法的收敛范围由［０，π／８］扩展到
［０，π／２］．

文献［８］中作者提出了扩展因子预编码的两阶段
ＣＯＲＤＩＣ旋转算法，该算法虽然将 ｉ＞（ｍ－１）／２之后相
邻的旋转进行了两两合并，但是对于 ｉ＜（ｍ－１）／２的
部分还需要缩放因子的补偿和额外的ＲＡＭ资源来存放
缩放因子．

文献［９］中作者选择合适的泰勒级数来近似估算旋
转矩阵，并且用区间折叠技术将整个圆周映射到区间

［０，π／４］内，该算法完全不需要缩放因子补偿，但是和文
献［８］中的算法一样，在高位宽的情况下，其迭代次数的
消耗也是惊人的．
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综上所述，多数研究在扩大免缩放因子收敛范围

的同时，也增加了算法复杂度和算法迭代次数．本文针
对无缩放因子 ＣＯＲＤＩＣ算法中迭代次数过多的问题对
其进行研究，在不需要缩放因子补偿的前提下减少了

算法的迭代次数，扩大了算法收敛范围．

２ 免缩放因子ＣＯＲＤＩＣ算法原理

与传统的 ＣＯＲＤＩＣ算法不同，免缩放因子 ＣＯＲＤＩＣ
算法利用迈克劳林公式将 ｓｉｎ和 ｃｏｓ函数展开成级数，
由文献［３］可知，当 ｉ的取值范围在式（１）范围内时，单
步旋转操作可表示为式（２）所示形式：

Ｎ－２．５８５[ ]３ ≤ｉ≤Ｎ－１ （１）

ｘｉ＋１
ｙｉ( )
＋１
＝
ｃｏｓ（αｉ） －ｃｏｓ（αｉ）
ｓｉｎ（αｉ） ｃｏｓ（αｉ( )） ｘｉ

ｙ( )
ｉ

＝
１－２－（２ｉ＋１） －２－ｉ

２－ｉ １－２－（２ｉ＋１( )） ｘｉ
ｙ( )
ｉ

（２）

这种迭代形式易于实现，只需要移位操作和加法／
减法操作即可．而且每次迭代的向量长度不变，不需要
扩展因子补偿．但缺点是收敛范围太小、迭代次数过
多，导致算法延时较大．

３ 区间折叠与双步旋转策略

３１ 区间折叠技术

向量旋转算法一般需要处理周期为２π的旋转角，
常规ＣＯＲＤＩＣ算法的收敛域约为［－９９．８８°，９９．８８°］，那
么需要多旋转两次 ｉ＝０（π／４）的角度，才能把其收敛域
扩展至［０，２π］．文献［６］中将［０，２π］的区间映射到［０，

π／８］，但是这会产生常数缩放因子 １／槡２．文献［８］将
［－π，π］的区间映射到［０，π／８］，但这需要进行输入角度
符号的判断．本章提出的免缩放因子双步旋转 ＣＯＲＤＩＣ
算法将［０，２π］的区间映射到［０，π／４］内，这样既不会产
生任何缩放因子，也不需要进行输入角度符号的判断．
该算法将整个圆周［０，２π］划分为 ８个区间（如图 １所
示），临界角可属于相邻两区间中的任意一个．再用映
射函数将所有区间的角度映射到［０，π／４］内，即区间 Ａ
中，我们把这一过程称为区间折叠技术．

设初始旋转向量为（ｘ０，ｙ０），（ｘｋ，ｙｋ）表示经过旋转
后的目标向量，下标 ｋ表示旋转角度θ所在的区间 （ｋ
∈（Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ））．那么各个区间的目标向量可
以表示为：

ｘＡ
ｙ( )
Ａ
＝
ｃｏｓ（φ） －ｓｉｎ（φ）
ｓｉｎ（φ） ｃｏｓ（φ

( )） ｘ０
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０
＝Ｒ

ｘ０
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０

ｘＢ
ｙ( )
Ｂ
＝ Ｒ

ｘ０
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０

Ｔ
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Ｃ
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Ｔ

，
ｘＤ
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Ｄ
＝ Ｒ

－ｘ０
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０
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ｘＥ
ｙ( )
Ｅ
＝Ｒ

－ｘ０
－ｙ( )

０
，
ｘＦ
ｙ( )
Ｆ
＝ Ｒ

－ｘ０
ｙ( )( )
０

Ｔ

ｘＧ
ｙ( )
Ｇ
＝Ｒ

－ｘ０
ｙ( )
０

Ｔ

，
ｘＨ
ｙ( )
Ｈ
＝ Ｒ

ｘ０
ｙ( )
０

( )Ｔ Ｔ

由上式可以看出，将［０，２π］的区间映射到［０，π／４］
内，没有产生任何缩放因子，也没有必要进行输入角度

符号的判断．区间折叠模块的结构框图可由２表示．输
入角度θ进入角度映射模块后，先判断输入角度属于

哪个区间，即产生对应的 Ｓ信号；再用映射函数将其转
换到区间［０，π／４］内，得到φ，再根据 Ｓ信号调整输入向
量得到（ｘ′，ｙ′）．

Ｓ信号是用来调整基本旋转 Ｒ（φ）的输入坐标和
输出坐标的控制信号，各个区间所对应的Ｓ值如表１所
示．其中最低位Ｓ１表示在旋转前输入 ｘｉｎ坐标值是否要
取反，为０表示不需要取反，为１表示要取反；Ｓ２表示
在旋转前输入 ｙｉｎ坐标值是否要取反，为０表示不需要
取反，为１表示要取反；Ｓ３表示在旋转前输入 ｘｉｎ和 ｙｉｎ
坐标是否要交换，为０表示不需要交换，为１表示要交
换；Ｓ４表示在旋转后输出的 ｘｏｕｔ和 ｙｏｕｔ坐标是否要交换，
为０表示不需要交换，为１表示要交换．因此，在进行基
本旋转 Ｒ（φ）之前根据表１中的 Ｓ３、Ｓ２、Ｓ１信号对输入
坐标进行调整，旋转结束后根据 Ｓ４信号对旋转结果进
行相应的调整就可得到对应区间的目标向量．

我们将区间Ａ中的旋转认为是基本旋转 Ｒ（φ），即

旋转角度为φ、旋转矩阵为 Ｒ＝
ｃｏｓ（φ） －ｓｉｎ（φ）
ｓｉｎ（φ） ｃｏｓ（φ

( )） 的

２４４１ 电 子 学 报 ２０１４年



旋转．那么由式（４）可知其他任意区间中的旋转均可以
通过基本旋转 Ｒ（φ）来完成，只需要相应的调整输入向
量的坐标和旋转后输出向量的坐标即可得到各个区间

的目标向量．
表１θ所在区间与控制信号Ｓ的关系

区间 Ｓ４ Ｓ３ Ｓ２ Ｓ１

Ａ ０ ０ ０ ０

Ｂ １ ０ １ ０

Ｃ ０ １ １ ０

Ｄ １ １ １ １

Ｅ ０ ０ １ １

Ｆ １ ０ ０ １

Ｇ ０ １ ０ １

Ｈ １ １ ０ ０

完整的ＣＯＲＤＩＣ算法输入输出数据流如图３所示，
其中（ｘ０，ｙ０，θ）为 ＣＯＲＤＩＣ算法实际输入，根据θ所在
区间，区间折叠模块将输入向量经过相应的调整，得到

基本旋转 Ｒ（φ）的输入，即（ｘｉｎ，ｙｉｎ，ｚｉｎ），该向量经过基
本旋转模块 Ｒ（φ）运算后得到输出向量（ｘｏｕｔ，ｙｏｕｔ，ｚｏｕｔ），
结果映射模块根据 Ｓ信号对其做适当的调整，就得到
相应区间的目标向量（ｘｋ，ｙｋ，ｚｋ），下标 ｋ表示输入角度

θ所在的区间（ｋ∈（Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ））．

３２ 双步旋转机制

双步旋转机制的核心就是将基本旋转 Ｒ（φ）的两
次旋转合并，在一次迭代中完成，以这种方式来达到减

少迭代次数的目的．假设两次旋转的角度分别为αｊ＝
２－ｊ和αｋ＝２－ｋ（ｊ≤ｋ），那么双步旋转可由下式表示：
ｘｉ＋２
ｙｉ( )
＋２
＝

ｃｏｓ（αｋ） －ｓｉｎ（αｋ）
ｓｉｎ（αｋ） ｃｏｓ（αｋ( )） 

ｃｏｓ（αｊ） －ｓｉｎ（αｊ）
ｓｉｎ（αｊ） ｃｏｓ（αｊ( )） ｘｉ

ｙ( )
ｉ

（３）
其中双步旋转矩阵可以表示为：

ｃｏｓ（αｋ） －ｓｉｎ（αｋ）
ｓｉｎ（αｋ） ｃｏｓ（αｋ( )） ｃｏｓ（αｊ） －ｓｉｎ（αｊ）

ｓｉｎ（αｊ） ｃｏｓ（αｊ( )）
＝α β( )
γ ε

（４）

其中，α＝１－２－１（２－２ｋ＋２－２ｊ）＋２－２（ｋ＋ｊ＋１）－２－（ｋ＋ｊ）

β＝－（２
－ｋ＋２－ｊ＋２－２（２ｋ＋ｊ＋１）－２－（ｋ＋２ｊ＋１））

γ＝２－ｋ＋２－ｊ＋２－（２ｋ＋ｊ＋１）－２－（ｋ＋２ｊ＋１）

ε＝１－２－１（２－２ｋ＋２－２ｊ）＋２－２（ｋ＋ｊ＋１）－２－（ｋ＋ｊ）

当 ｊ＝ｋ时，是以αｓ作为旋转角度的，这时的 ｊ和ｋ
均小于或者等于ｉｍｉｎ，因此双步旋转矩阵可以简化为：

ｃｏｓ（αｋ） －ｓｉｎ（αｋ）
ｓｉｎ（αｋ） ｃｏｓ（αｋ( )） ｃｏｓ（αｊ） －ｓｉｎ（αｊ）

ｓｉｎ（αｊ） ｃｏｓ（αｊ( )）
＝

Ｘ －２－ｋ＋１

２－ｋ＋１( )Ｙ
（５）

其中，Ｘ＝１－２－２ｋ＋１＋２－２（２ｋ＋１）

Ｙ＝１－２－２ｋ＋１＋２－２（２ｋ＋１）

当 ｊ（Ｂ－１）／２时，ｋ＋ｊ、２ｋ以及２ｊ均大于Ｂ，任
何 Ｂ位宽的数向右移ｋ＋ｊ、２ｋ或者 ２ｊ位均等于机器
零．故双步旋转矩阵可简化为：

ｃｏｓ（αｋ） －ｓｉｎ（αｋ）
ｓｉｎ（αｋ） ｃｏｓ（αｋ( )） ｃｏｓ（αｊ） －ｓｉｎ（αｊ）

ｓｉｎ（αｊ） ｃｏｓ（αｊ( )）
＝

１ －２－ｋ＋１

２－ｋ＋１( )１
（６）

经过上面的推导转换，两步旋转操作可以在一次

迭代中完成，并且只需要加法和移位操作，在 ｊ＝ｋ和ｊ
≥（Ｂ－１）／２这两种情况下，算法的结构还可进一步的
简化，减少了算法延时．该策略相对于传统的无缩放因
子ＣＯＲＤＩＣ算法能大大减少其迭代次数，减少延时．

４ 系统结构

免缩放因子双步旋转 ＣＯＲＤＩＣ算法的硬件实现电
路大致分为区间折叠、双步旋转和结果映射三大部分，

算法的数据通路如图４所示．其中区间折叠模块主要完
成将输入角度θ映射到区间Ａ，并产生相应的控制信号
Ｓ以及计算对应的角度φ，除此之外还要根据 Ｓ信号相
应地调整输入向量（ｘｉ，ｙｉ）；双步旋转模块主要是完成
［０，π／４］范围内角度的无缩放因子 ＣＯＲＤＩＣ算法的双步
旋转过程；结果映射模块则是根据控制信号 Ｓ的最高
位Ｓ４调整双步旋转模块的输出向量（ｘ′ｉ＋２，ｙ′ｉ＋２），如果
Ｓ４等于１，则交换 ｘ和ｙ坐标值，否则，不交换，从而得
到输入角度所对应的实际旋转结果（ｘｉ＋２，ｙｉ＋２）．
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５ 性能分析

５１ 面积开销

在ＣＯＲＤＩＣ算法的面积评估方面，经常采用全加器
个数来近似估算算法的面积消耗．本文的免缩放因子
双步旋转（ＤｏｕｂｌｅＳｔｅｐＳｃａｌｉｎｇＦｒｅｅ，ＤＳＳＦ）ＣＯＲＤＩＣ算法总
共约需要４４５个全加器．而原始的ＳＦＣＯＲＤＩＣ算法由于
每次只处理一次旋转操作，其所需的面积相对于本文

的ＤＳＳＦＣＯＲＤＩＣ算法要少消耗约 ２５６个全加器．文献
［６］中的ＭＶＳＦ（ＭｏｄｉｆｉｅｄＶｉｒｔｕａｌｌｙＳｃａｌｉｎｇＦｒｅｅ）ＣＯＲＤＩＣ算
法由于采用了１４级流水设计以及需要缩放因子补偿，
其需要的全加器约为 １０００个，是本算法的 ２．２５倍．文
献［８］中，２ＳＰＣＳ算法需要 ７１２个全加器，是本文的
ＤＳＳＦ算法的１．６倍．
５２ 收敛性能

本节将［０，π／４］即［０，０．７８５４］范围内，步长为０．００１３
的所有角度作为初始 Ｚ输入，并以（ｘ，ｙ）＝（１，０）做为
初始输入向量，并记录下位宽分别为 Ｎ＝８，１６和２４时
的所有输入角度情况下所需要的迭代次数，并求均值，

用以统计并分析ＤＳＳＦＣＯＲＤＩＣ算法的迭代次数的分布
以及数量．

图５是 Ｎ＝１６时的迭代次数分布图，由图可以看
出随着旋转角度的增加，所需的迭代次数也呈线性增

加的趋势．这是由于在位宽大小一定的条件下，每次旋
转的最大常数角２－ｉｍｉｎ是固定的，那么旋转角度的增加
就意味着需要重复更多次的２－ｉｍｉｎ迭代，从而会导致迭
代次数增加．表 ２是原始的 ＳＦＣＯＲＤＩＣ算法、ＭＶＳＦ
ＣＯＲＤＩＣ算法［６］以及本文提出的 ＤＳＳＦＣＯＲＤＩＣ算法在
不同位宽大小条件下的平均迭代次数．

实验证明，相对于 ＳＦＣＯＲＤＩＣ算法，本章提出的
ＤＳＳＦＣＯＲＤＩＣ算法的迭代次数减少了至少５０％．但是在
位宽较大时（如 Ｎ≥２４）其所需的迭代次数依然较多．但
仍比ＭＳＶＦＣＯＲＤＩＣ算法少大约３次迭代．和文献［８］相
比，本文ＤＳＳＦ算法需要消耗较多的迭代次数，这是由
于文献［８］用常规的 ＣＯＲＤＣ算法做旋转，直到旋转角度

在ＳＦＣＯＲＤＩＣ算法的收敛范围之内．这样，其就以面积
消耗为代价减少了迭代次数．

表２ 迭代次数比较

算法 Ｎ＝８ Ｎ＝１６ Ｎ＝２４

ＳＦ ３．１６ １１．２６ ５３．７８

ＭＶＳＦ［６］ ２．１６ ７．６３ ３２．１３

ＤＳＳＦ １．８４ ５．８８ ２９．１３

５３ 精度分析

图６是 Ｎ＝１６（１位整数位，１位符号位，１４位小数
位）时 ｘ和ｙ轴的误差分布图．由图可以看出最坏情况
下的计算精度能达到小数点后第８位，而平均计算精度
能达到小数点后约１３位；图７是 Ｎ＝２４（１位整数位，１
位符号位，２２位小数位）时 ｘ和ｙ轴的误差分布图，此
时最坏情况下的计算精度能达到小数点后第１４位，平
均计算精度也能达到小数点后约２１位．

常规ＣＯＲＤＩＣ算法需使用（ｎ＋ｌｏｇ２ｎ＋２）位数据通
路［１０］才能达到 ｎ位精度，如果用１６位数据通路，只能
达到约１１位精度，去掉小数点前两位，平均计算精度只
能达到小数点后９位，比本文的 ＤＳＳＦＣＯＲＤＩＣ算法低４
位；如果用２４位数据通路，计算精度只能达到小数后约
１８位，比本文的ＤＳＳＦＣＯＲＤＩＣ算法低３位．Ｘ、Ｙ通路的
误差主要由每次迭代过程中的圆整操作引起，本文的

ＤＳＳＦＣＯＲＤＩＣ算法精度高的优势主要得益于其将两步
旋转操作合并在一次迭代中完成，并且去除了 Ｚ通路
和缩放因子补偿操作，减少了每次迭代中的圆整操作，

从而提高了计算精度．

６ 总结

本文针对 ＳＦＣＯＲＤＩＣ算法迭代次数过多、收敛范
围有限以及计算精度有限等问题，通过分析 ＳＦＣＯＲＤＩＣ
算法旋转角度的特点，结合圆周区间的对称性，提出了

免缩放因子双步旋转 ＣＯＲＤＩＣ算法．该算法使用区间折
叠技术，将整个圆周区间都映射到［０，π／４］内，该范围内
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的旋转结果经过一定规则的调整，就能得到实际的旋

转向量；使用双步旋转策略，在每次迭代中处理两步旋

转操作，大大减少了免缩放因子 ＣＯＲＤＩＣ算法的迭代次
数；并且合并两次相邻迭代次数减少了圆整操作，从而

提高了算法的计算精度．实验结果表明本文提出的免
缩放因子双步旋转 ＣＯＲＤＩＣ算法达到了减少迭代次数
的目的，并在计算精度、迭代次数以及面积消耗等方面

均优于文献［６］中的ＭＶＳＦ算法．
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